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Polyndémes homogénes a plusieurs variables sur un
corps fini F, qui s’annulent sur ’espace projectif P (F,)

Dany-Jack Mercier & Robert Rolland

Résumé

Nous étudions dans 'anneau IFy[Xo, X1, -, X,,] des polynomes
a m + 1 variables et a coefficients dans le corps fini & ¢ éléments,
I'idéal homogeéne J engendré par les polynémes homogenes qui
s’annulent sur tout l'espace. Cet idéal s’introduit naturellement
lors de 'étude des codes de Reed-Muller projectifs ([7], [8]). Nous
donnons une résolution libre du quotient Fy[Xo,---,X,,]/J en
utilisant le complexe de Eagon et Northcott [4] qui généralise le
complexe de Koszul [5]. Ceci permet en particulier de calculer di-
rectement les dimensions des composantes homogenes de 'idéal.

Mots clés : corps fini, polyn6me homogene, résolution libre, com-
plexe de Koszul.

1 Introduction - Notations.

Soit p un nombre premier, ¢ = p® et Fy le corps fini & ¢ éléments. Soit m un
entier > 1. Nous notons P(g, m+1) I'espace F,[Xo, X1, .., X, des polynomes
a m+ 1 variables et & coefficients dans F,. Notons aussi H(g, m+1,d) le sous
espace de P(q,m + 1) constitué des polynémes homogenes de degré d.

La décomposition :
P(g,m+1) = @H(q,er 1,d)
d>0

fournit & P(q, m + 1) une structure d’algeébre graduée.

Soit A I'idéal de I'anneau P(q, m + 1) constitué des polynémes qui s’annulent
sur tout 'espace Fy+1.

I1 est bien connu que (cf. [6] théoréme 1) :

Lemme 1 L’déal A est engendré par les polynémes Xg — X, 000 <i<m.
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et aussi que (cf. [6] lemme 1 ou [3] lemme 1.3) :

Lemme 2 Si f est un polynéme réduit (i.e. les degrés partiels de f sont tous
< q—1) alors f s’annule sur tout IFZI”‘H st et seulement si f = 0.

Que dire du probléme analogue concernant les polyndémes homogénes? Plus
précisément soit Jy le sous espace constitué des polynomes f € H(q,m+1,d)
tels que f(z) = 0 pour tout x dans Fg”“. Notons J l'idéal homogene :

J = @ Ja-
d>0
Peut-on donner une description simple de cet idéal ?

Remarque — Pour chaque d nous avons J; C A et donc J C A.

2 Générateurs de l’ideal 7.

Appelons 7 l'idéal homogeéne de P(q,m + 1) engendré par les polynomes
XiX;I — XX 0ou0<i<j<m. Ainsi:

I:@Id

ou Z, est 'espace des polynomes f tels que :
(X0, X1, Xm) = Y (XIX; = XiX1)Qij(Xo, X1, -+, Xin)
0<i<j<m

avec :

Qij € Hlgm+1,d—q—1)sid>q+1

et :
QZ'J':OSZ'dSq.
Dans [2] le lemme 7.2.4 page 38 énonce l'égalité des idéaux J et Z. Nous

donnons ici notre propre démonstration de ce résultat.

Théoréme 1 Pour tout degré d > 0 nous avons :
Ji=1g.
En particulier si d < q alors J; = {0}.

Preuve — Chaque élément du corps F, vérifie 27 = z. Il en découle que
T4 C Jy. 1l reste a prouver que J; C Z4. Examinons trois cas.



e Cas 0 < d < ¢qg—1. Un polyndéme de [J; est alors un polynéme réduit
s’annulant sur IF;"“. D’apres le lemme 1.1, il est nul. Donc J; = {0}.

e Casd=q.

e Casd>q+ 1.

Nous renvoyons la démonstration des deux derniers cas aprés les deux lemmes

clés suivants. m

Le lemme suivant est une amélioration du lemme 1.1.

Lemme 3 Si f est dans A, nous avons :

F(Xo, X1, Xm) =D Qi(Xo, X1, -+, X ) (X — X5)
=0

ot Q; est un polynome tel que deg(Q;) < deg(f) —q.

Preuve — Soit f € P(q,m + 1). Chaque monome de f :
aXgo ... Xom

tel que ag > q peut étre écrit :

anzo . X%m — a(XélO _ ngO*qul)Xlou . ‘X%m + anto*(I+1Xil1
— aXJOTIXM . X0 (XE — X)) + a X5 XM

Remarquons que :
deg(a X5 XM ... X0m) < deg(f) —q.
Maintenant si g — ¢ + 1 > ¢ nous itérons le procédé sur le terme :

ao—q+1 yrag am
CLXO Xl A Xm

---Xam
m

... anl
Xom.

avec la méme variable Xp, et ceci jusqu’ & obtenir un exposant de Xy stricte-

ment inférieur a g. De telle sorte que :

aXSo - Xom = go(Xo, X1, -+, Xm)(Xd — Xo) + aXPOX ...

o4
X

avec deg(qo) < deg(f) — g. Nous recommencons alors avec la variable X, en

partant du terme :
aXy X X



Apreés traitement de toutes les variables nous obtenons en conclusion :

aX§o - X5 = qi(Xo, X1, -+, X ) (X — X3) +aXgO X[ X

(3
i=0
ou deg(q;) < deg(f) —q and 8; < ¢ — 1. Par linéarité f peut étre écrit :

m

F(Xo, X1, Xm) = > Qi Xo, X1, -+, X (XT = X))+ £*(Xo, X1, -+, Xom)
i=0

ou deg(Q;) < deg(f) — q et ou f* est un polyndéme réduit. Si f s’annule
sur tout l'espace, il est clair que f* en fait de méme, et d’aprés le lemme 1.2
ff=0m

Lemme 4 Supposons d > g+ 1. Soit f un élément de Jy tel que X,, soit en
facteur dans f. Alors [ est dans Iy.

Preuve — Calculons dans le corps des fractions de Fy(Xo, X1, .., Xi).
mel
1
b
= X f(Yo, Y1, Yo, 1),

X
f(Xo, X1, Xm) = Xp S5
m

Comme X, apparait dans chaque mondéme de f, le polynéme & m variables
f(Yo, Y1, -+, Y1,1) est de degré < d—1. De plus, puisque f(Xo, X1, , Xim)
s’annule pour tout x € IF';”H, le polynome f(Yp, Y1, -, Y;—1,1) s’annule pour
tout y € Fy". D’apres le lemme 2.1 :

m—1

OO Y1, - Yo, 1) = > Qi(Yo, Y1, -+, Yo 1) (V) = V7)
=0

ou :
d; = deg(Q;) < deg(f(Yo,Y1,- ,Yim-1,1)) —q<d—1—¢q

si bien que :

XO Xm—l XZ XZ
Xo, X1, -+, Xm) = X (=, q_
O X1 ) = X5 3 QUG 2 (- 5
m—1 XO X )
- QZ.(X_,... ,%)(X;’X,‘f;q *X@'Xg{l).
i=0 m m



Mais pour chaque % :

Xo Xm—1 1
AR :—LinXa"'va

m

ou L;(Xo, X1, -+, Xyn) est un polynéme homogene de degré d;. Donc :

—_

m—

f(Xonlv'” 7Xm) = Z

1=0

1

o Li(Xo, X, X)X (X X — XiX)

m—1
=) XL (X, X, X)) (X X — X X).
=0

Maisd—1—q¢—d; > 0,donc f€eZ,;.

Remarque — En fait cette derniére expression obtenue pour f est plus
précise que la conclusion du lemme 2.2.

Fin de la démonstration du théoréme 2.1: Examinons d’abord le cas
d = q. Si f est dans Jy, f est aussi dans A. Par le lemme 2.1 nous savons
que :

F(Xo, X1,oo, Xon) = Y Ai(X] = X)),
=0

ol les A; sont des polynomes constants. Il est facile de voir maintenant qu’une
telle somme n’est homogeéne que si les A; sont nuls. Donc f =0 et J; = {0}.

Traitons maintenant le cas d > q + 1.
La démonstration est faite par récurrence sur m.

e Sim =1, f(Xo,X1) est un polynéme homogene & 2 variables et de
degré d :

d—1
f(Xo, X1) = agX§ + > ai X§X{ 7.
i=0
Comme f s’annule sur tout I'espace, f(1,0) = 0 et donc ag = 0.

Par suite f(Xo, X1) satisfait aux hypotheéses du lemme 2.2. On en déduit
le résultat pour m = 1.

e Si m > 1, supposons le résultat vrai pour tout 1 < k < m. Soit
f(Xo, X1, -+, X;n) un polynéme de J;. Nous pouvons écrire :

f(X()?Xl?“' 7Xm) :g(X()aX:h“' 7Xm) +h(X07X17”' 7Xm—1)



ou :

(0%
9(Xo, X1, , X)) = E UEID. CLERED. G
ag+tam=d
am#0
et :
E o Qm—1
h‘(XO’ Xl’ T ’mel) = aaO"‘amfloXO 0. anll *

g+ Fam_1=d

Nous savons que :

f(zo, 21, Zm-1,0) = h(z0, T1, -+ ;Zm-1) =0
pour tout (zo, 21, - ,¥m-1) € Fy'. Par hypothese de récurrence :
h(Xo, -+, Xm-1) = Z Gij(Xo, -, Xim—1) (XX — X, XT).
0<i<j<m-—1

Comme f et h s’annulent sur tout I'espace, g en fait de méme. Si bien
que g satisfait aux hypotheéses du lemme 2.2. Donc :

g(X07X17 T 7Xm) = li(X()?le T 7Xm)(quXm - XZXz'L)

]

3

i
o

Les expressions obtenues pour g and h permettent de conclure. m

Comme conséquence directe du théoréme 2.1 nous avons évidemment

Corollaire 1 L’déal homogéne J est engendré par les polyndémes :
XIX; — Xin‘-l.

3 Résolution libre de P(q,m +1)/Z.
Soit A la matrice & coefficients dans "anneau P(q, m + 1) suivante :

Xo X1 - Xm
A=| x¢ x¢ ... X4

Il est clair que l'idéal 7 est 1’idéal engendré par les determinants d’ordre 2
extraits de la matrice A.

Calculons tout d’abord la hauteur ht(Z) de I'idéal Z, dont nous aurons besoin
par la suite.



Lemme 5 La hauteur ht(Z) de l'idéal T est m.

Preuve — Notons F, la cloture algébrique de Fg. Si on note V(Z) la var-
iété algébrique projective de l'espace projectif Fy*(F,) de dimension m sur F,
donnée par I'idéal Z, on a :
V(Z) = Fy'(Fy).

Ainsi cette variété est formée d’un nombre fini de points et on obtient les
idéaux premiers minimaux de Z en prenant les idéaux Ap = I({P}) associés
aux point P € P (F;). Chacun de ces idéaux a pour hauteur m (pour le
voir on peut par exemple se placer dans ’espace affine de dimension m + 1
et travailler avec la variété conique associée a V' (Z); dans ce cadre les idéaux
I({P}) deéfinissent des variétés de dimension 1). Or on sait ([1], page 13,
exemple 1.2.2) que ht(Z) = min(ht(Ap)), on en déduit le résultat. m

Remarque — On rappelle que la profondeur d’'un idéal A d’un anneau R,
notée gr(A) est la longueur p maximale d’une suite ag,as, - --a, d’éléments
de A telle que pour tout 1 < 7 < p, a; ne soit pas un diviseur de zéro dans
R/(al, tee ,az;l)R.

On sait que dans "anneau de Cohen-Macaulay P(q, m + 1), la profondeur de
tout idéal propre est égale a sa hauteur. Par suite :

gr(Z) =m.

Suivons alors la démarche de [4] pour déterminer une résolution libre de Z.

Soient Yy, Y1, -, Y, des indéterminées et K la P(q, m + 1)-algebre extérieure
construite sur ces indéterminées. L’algebre K est graduée :

K=K
d>0

ou Ky a pour base les produits :
Yy, AYi, Ao AY;

avec 0 <11 <o < -+ < 1g <M.

Nous pouvons alors associer a chacune des deux lignes de la matrice A une
dérivation sur K en posant :

d
ALYy, AYyy A+ NY; ):Z(*l)jHXz‘jYil/\Yz‘z/\"'Yz‘j"'/\Yid
j=1



et :

d
A2(Yi1/\Yi2/\”‘/\Yi):Z(*l)]—HngYil/\Yig/\“‘Yij"'/\Y‘

iq
Jj=1

ou suivant la convention habituelle le chapeau sur une indéterminée signifie

que celle-ci manque dans le produit.

Soit P(q,m + 1)[Z1, Z2] anneau des polynomes en deux variables et a coeffi-
cients dans 'anneau P(q, m + 1). Notons Dy le P(q, m + 1)-module constitué
des éléments de P(q, m + 1)[Z1, Z2] homogenes de degré d.

On définit alors pour tout 0 < j < m — 1 le produit tensoriel :
Njp1 = Kjp2 ® Dj
et on pose :

Mo =P(g,m+1).

On dispose alors pour tout 1 < j < m de la dérivation d;, homomorphisme de
N dans Nj_1, définie pour j > 1 par :
dJ(Yﬁ NYig A+ NY;

RIFZLTTY) = A (Y AYi A AYG, )@ 20 28T

41 j+1)

Ao(Yiy ANYig No-- ANY;, )@ Z8 75727

j41)
et pour 5 =1 par :
dl(Y;‘l ANY, ® 1) = Xz‘le% — )(;11)(Z2

Nous obtenons alors le théoréme suivant :

Théoréme 2 La suite (Nj)o<j<m est une résolution libre de l'idéal T c’est-a-
dire que la suite :

0—=N,;, = Npp1 — - — M —>_/\/'0H'P(q,m+1)/_'[—>0
est exacte (s est la surjection canonique de P(q,m + 1) sur P(¢,m+1)/Z).

Preuve — L’anneau P(q, m+1) est Noetherien, Z en est un idéal propre défini
par une matrice 2 X (m + 1) et la profondeur de Z est (m+1) —2+1=m
(cf. la remarque du lemme 3.1). En vertu du théoréeme 2 de [4] on en déduit
le résultat. m



4 Relations entre les polynémes X;X| — X/ Xj.
Il s’agit de déterminer les familles de polynomes :

(Qij(Xo, X1, , Xim) )o<i<j<m

telles que :

> Qi(Xo, X1, X)) (XX — XIX;) = 0.

0<i<j<m

Une telle famille donne une relation entre les polyndémes XiX]q — X!X;. On
notera R1 ’ensemble de ces familles de polynomes.

Théoréme 3 R, est l’idéal de @0§i<j§mp(q7m + 1) engendré par les élé-
ments :
€iyinis = (Qij(Xo, X1, -+, Xm))o<i<j<m
o 0< 1 <9 <tz3<meton:
Qh,iz (X07X15 T 7Xm) = Xi3 Qil,ig(X07X17 e 7Xm) = *Xig
Qiz,ig(X()ale “ee ,Xm) = Xil Qi,j(Xo,Xl, e ,Xm) = 0 sinon
et les éléments :
firsiniis = (Qij(Xo, X1, -, Xim))o<icj<m
o 0<1 <9 <t3<m et ou:
Qil,ig (X07X17 e 7Xm) - qug Qil,ig(X07X17 Tt 7Xm) - _qu2
Qizis (X0, X1, -+, X)) = X1 Qi (X0, X1, -+, Xin) = 0 sinon.

Preuve — On peut clairement identifier le P(q, m + 1)-module N; avec le
module Py; <, P(q,m + 1) en identifiant ¥; AY; ® 1 avec I'élément dont
toutes les composantes sont nulles sauf celle d’indice (i, j) qui vaut 1.

En revenant a la définition de dy, on voit que Ry = Ker(d;). Mais on sait
que le noyau de d; est I'image de ds. Il suffit alors de calculer I'image par
do de la base constituée des éléments Y;, A Y, AY;, ® Z; et des éléments
Yi, NYi, ANYi, ® Zs de N pour avoir un systéme de générateurs de I'idéal R;.

dg(}/il /\}/iz /\}/Z'S & Zl) — Al(}/il /\}/Z'z /\}/13) ®1

:Xi1Yiz/\Y;3®1_Xi2Yil/\Y;3®1+Xi3yil/\nz®1



et :
dQ(Yil /\Yi2 /\Y{3®Z2) :A2(Yi1 /\Yﬁ AE3)®1
= X1V, NY;,, @1 = X1V AY, @1+ XY AY, ®1

ce qui démontre le résultat. m

Remarque — Les vecteurs :
Giq,in,i3,ia = (07 U aOa X:]lez - Xi1X7?27 07 tee aOa X13X1q4 - X%XZA’ Oa tee ’O)a

ol les deux composantes non nulles Xfl Xi, — XileZ et XZ-:,)XZ-q4 — X%Xi4 sont
respectivement aux places d’indices (i3,74) et (i1,42), qui donnent clairement
des relations, s’écrivent grace aux générateurs indiqués sous la forme :

11 iz jin,ia = Xy €ininia Xi3ezly7'277'4 + Xiy firjiia — Xiy figig ia-

5 Les dimensions.

5.1 Fonctions associées & des polynémes homogénes.

Suivons [7] pour associer a tout polynéme homogene une fonction définie sur
lespace projectif P (q).

Notons F(q,m) I'espace des fonctions definies sur P™(q) & valeurs dans .

Siz=(zo:m1:...:7m) € F'(q), soit :
k() = ma{jla; £ 0},
Définissons application Ty de H(q, m + 1,d) dans F(q,m) par :
Ta(f)(@o -+t @iy : 0+ 0) = (——=)"f (0, + , Tp(a), 0, -+, 0).
Ty est une application linéaire et :
Ker(Ty) = J4.

Notons C(g, m, d) le code de Reed Muller projectif d’ordre d sur Fy, de longueur
g+ g g+ 1 (e (7))

C(Qa m, d) = Td(H(Qa m+ 1, d))
si bien que :

dim(Ker(Ty)) = dim(H(q,m + 1,d)) — dim(C(q, m, d))
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La dimension de l'espace H(q, m + 1,d) est (cf. [7]) :

m+d>

MmGﬂ%m+LdD:< p

et la dimension de C(q, m,d) est (cf. [8]) :

dim(Clg,m,d)) = Y nil(l)j ( ij > ( t_tjq;;m )

t=d mod gq—1 7=0
0<t<d

t—J79+m

ol le coefficient binémial < )
t—Jq

> est zero si t — jq < 0. En conclusion

nous avons :

Théoréme 4 La dimension de [’espace Jy est donnée par :

m+1 .
: +d : +1 t— g+
dim(Ja) = ( " )_ 2 |\ < g ) < g )
t=d mod gq—1 j:()

o<t<d

Remarque — L’application qui a d fait correspondre dim(C(q, m,d) (dimen-
sion de la composante homogene de degré d du quotient P(q,m + 1)/J) est
la fonction de Hilbert de la variété Fi*(q).

Remarque — Calculons la dimension de J; dans quelques cas particuliers.
e si d < g on sait d’aprés le théoréme 2.1 que :

dim(Jy) =0

e Sid= ¢+ 1 on peut calculer la dimension en utilisant le théoréme 5.1
(qui n’utilise pas le fait que J = Z) ou en remarquant que les polyndémes
XI1X; — XiXJq (avec 0 < i < j < m) sont indépendants, si bien que :

dmuxgzﬁ&%iﬁ

e Sid>m(q—1)+1, on sait que (cf. [8]) C(g, m,d) 'espace F(q,m) tout
entier, dont la dimension est p,, = ¢™ +¢™ ' 4 --- 4+ ¢+ 1. Donc :

dim(Jq) = < md+d > — (" g g+ 1)

11



5.2 Calcul de la dimension utilisant la résolution libre.

Théoréme 5 La dimension de l’espace Ly (composante homogéne de degré d
de l’idéal homogéne engendré par les polynomes XZ-X;] — X1X;) est :

m+1 Jj—2 :
. : +1 d+(a+1)(q1)JQ+m>
dim(Zy) = —i (" . .
2a) jz:;( ) < j )az_%( d+(a+1)(¢—1) - jq
Preuve — Remarquons que nous pouvons écrire :

Nia= @ Plam+1)
0<iy < <ij<m
0<a<j—2
en identifiant, par une démarche analogue a celle déja faite au paragraphe
3, Pélément de base Yj, A--- A Y, ® Zf‘Zg_Q_a de Nj_1 avec 'élément de

@ogz'l:-;ijgm P(g, m + 1) dont toutes les composantes sont nulles sauf celle
0<a<j—2

d’indice (41,42, - ,%j, ) qui vaut 1.
Posons :
(-/Vb)d = H(qv m + 17 d)a
et pour 5 > 2:
WNia= P  H@m+Ld-(g+1)—a—q(j-2-a).
0§i1<---<ij§m
0<a<j—2

Il est aisé de vérifier que la restriction de d; a (N;)4 a son image dans (Nj_1)q
et que la suite :

0= Nn)a — Nm-1)a = -+ = (M)a — (No)a — H(g,m +1,d)/Zq — 0
est exacte. Donc :
dim(Zy) = dim(Ker(s)) = dim(Im(d:)).
En tenant compte du fait que :
dim(Im(dy)) = dim (Ne)a) — dim(Ker(dy))

et que :
dim(Ker(dy)) = dim(Im(dyy1))
on établit la formule :

m+1

dim(Zg) = (—1)dim ((Nj-1)a)

i=2

12



qui compte tenu de la définition de (Nj_1)q et de la formule :

dim(H(g,m + 1,k)) = < m;k )

donne le résultat attendu. m

Remarque — Puisqu’on sait que ’idéal Z coincide avec I'idéal 7 on obtient
I’égalité combinatoire :

W ml 2 dt(a+1)(g—1)—jg+m
Z(—1)<j )Z( d+ (a+1)(¢g—1) —jq >

j=2 a=0

()L (S () ()

t=d mod q—1 7=0
0<t<d

En fait les deux formules donnant dim(Z;) et dim(J;) ont été obtenues in-
dépendamment du fait que Z = 7, si bien que si I’on démontre directement
I’égalité combinatoire précédente, puiqu’on sait par ailleurs de fagon simple
que Z C J, on obtient une autre démonstration du théoréme 2.1.

Exemple — Donnons quelques valeurs numériques pour la dimension com-
mune dim(Zy) = dim(Jy)

gq=3 m=2 d= 4 dim= 3
qg=3 m=2 d=17T7 dim = 23
g=3 m=2 d=9 dim = 42
gq=3 m=2 d=10 dim = 53
q=3 m=5 d= 4 dim = 15
gq=3 m=5 d=717 dim = 484
g=3 m=5 d=9 dim = 1644
g=3 m=5 d=10 dim = 2640
g=4 m=2 d= 4 dim= 0
qg=4 m=2 d=7T7 dim = 15
g=4 m=2 d=9 dim= 34
qg=4 m=2 d=10 dim = 45
gq=4 m=5 d= 4 dim= 0
gq=4 m=5 d=7T7 dim = 210
g=4 m=5 d=9 dim = 1030
qg=4 m=5 d=10 dim = 1875

13



References

[1] Balcerzyk S. & Jozefiak T., Commutative Rings, Ellis Horwood Series in
Mathematics and its Applications, 1989.

[2] Bayer-Fluckiger E. & Serre J-P., Torsions quadratiques et bases normales
autoduales, Amer. J. Math. 116, pp1-64, 1994.

[3] Delsarte P.; Goethals J.M. & Mac Williams F.J., On Generalized Reed-
Muller Codes and their Relatives, Inform. and Control 16, pp403-442, 1970.

[4] Eagon J.A. & Northcott D.G., Ideals defined by matrices and a certain
complex associated with them, Proc. Roy. Soc. London Ser. A 269, pp188-
204, 1962.

[5] Harris J., Algebraic Geometry. A First Course, Springer GTM 133, 1992.

[6] Joly J.R., Equations et variétés algébriques sur un corps fini, Enseignement
Math. 19, ppl-117, 1973.

[7] Lachaud G., The parameters of Projective Reed-Muller Codes, Discrete
Math. 81 pp217-221, 1990.

[8] Sgrensen A.B., Projective Reed-Muller Codes, IEEE Trans. Inform. Theory
37, 1991.

14



